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Dieses Kapitel soll dem mathematisch
etwas stirker interessierten Leser den Ube-
gang zum Schrifttum der allgemeinen, ma-
thematischen Informationstheorie ebnen, an
welcher in den vorangegangenen Kapiteln
einige (in Kapitel 1.3 hervorgehobene) An-
passungen an die Anwendungsbediirfnisse der
Kommunikationskybernetik ~ vorgenommen
wurden. Diese Anpassungen sind selbstver-
tandlich keine Verfalschungen (also nicht von
vorneherein mathematisch falsch). Sie beste-
hen vielmehr aus kommunikationskyberne-
tisch benotigten Unterscheidungen (vor allem
zwischen Information und Unsicherheit), Ver-
allgemeinerungen (insbesondere auf die sub-
jektive Information) und Verkniipfungen mit
zeichentheoretischen Begriffen (insbesondere
mit dem Begriff der Superierung). Dies alles
fehlt in den klassischen Schriften zur mathe-
matischen Informationstheorie.

Die im Folgenden referierten und (wenn-
gleich nur teilweise und nur fiir naheliegen-
de Spezialfille) bewiesenen Theoreme
fanden bisher in der Kommunikationsky-
bernetik vergleichsweise wenig Anwen-
dungsmoglichkeiten. Sie bilden aber Kern-
erkenntnisse der allgemeinen Kybernetik
auf ihrer fundamentalen, namlich auf der in-
formationstheoretischen Stufe. Fiir den
Kommunikationskybernetiker stellen sie
seine Werkzeuge in den groeren Zusam-
menhang einer allgemeineren, kohérenten
Theorie. Deshalb wird die zeichentheore-
tische Terminologie (vor allem der Begriff
des Superierens, also der Superzeichen-
bildung) beibehalten, die zu Beginn der
sechziger Jahre des letzten Jahrhunderts ei-
gens fir kommunikationskybernetische
Zwecke entwickelt worden war - und dem-
entsprechend in den vorausgehenden Kapi-
teln benutzt wurde.

McMillan, Feinstein kaj Shannon.

Ci tiu éapitro ebenigu por la leganto
havanta iom pli fortajn matematikajn
interesojn la vojon al la literaturo de la
generala, matematika teorio de infor-
macio, kiu estis en la antauaj apitroj
je kelkaj lokoj (reliefigitaj en la Capit-
ro 1.3) adaptita al la aplikadbezonoj de
la komunikadkibernetiko. Ci tiuj a-
daptoj kompreneble ne estas falsigoj
(do ne automate matematike malko-
rektaj). Pli guste ili konsistas el ko-
munikadkibernetike bezonataj diferen-
cigoj (precipe inter informacio kaj ne-
certeco), gZeneraligoj (precipe al la
subjektiva informacio) kaj kunligoj
kun semiotikaj nocioj (precipe kun la
nocio de suprenigo). Cio ¢ mankas en
la klasikaj verkoj de la matematika
teorio pri informacio.

La teoremoj Cisekve sciigitaj kaj
(kvankam nur parte kaj nur por sin-
sugestaj specialaj kazoj) pruvitaj gis
nun trovis relative malmultajn aplika-
deblojn en la komunikadkibernetiko.
Sed ili konstituas kernajn ekkonojn de
la generala kibernetiko sur ties baza,
nome sur la informaciteoria Stupo. Por
la komunikadkibernetikisto ili enkad-
rigas lian ilaron en la pli ampleksan
rilataron de generala, kohera teorio.
Tial estas plue aplikita la semiotika
terminologio (precipe la nocio de la
suprenigo, do de la kreado de kun-
signoj, alivorte: de ,,supersignoj*), kiu
estis evoluigita, komence de la ses-
dekaj jaroj de la pasinta jarcento, spe-
ciale por komunikadkibernetikaj celoj
- kaj estis konforme aplikata en la an-
tauaj Capitroj.
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Vorab seien die Fragen motiviert, formu-
liert und (noch ,,ohne Wenn und Aber®, also
vorldufig, fiir den mathematisch uninteres-
sierten Leser jedoch hinreichend genau) be-
antwortet, um die es sich anschlieflend han-
delt. Diese noch verbliebenen Fragen, zu
denen in den vorausgegangenen Kapiteln
nur Vermutungen aufgestellt und in Spezi-
alfdllen bestétigt wurden, betreffen den Zu-
sammenhang zwischen der Information als
einem exakt definiertem Mal3 der Unvorher-
sehbarkeit und der Information als einem
mindestens ungefihren Mall der Trans-
portschwierigkeit derselben Nachrichten.

Auf das exakt definierte Unvorher-
sehbarkeitsmall wurden in Teil 2 u.a. Malle
(1) der Unsicherheit, (2) der Knappheit
bzw. Redundanz und (3) der Transinforma-
tion aufgebaut.

Mit dem Unsicherheitsmafs konnte in Ka-
pitel 3.2 eine untere Schranke des Codier-
aufwands bestimmt werden, die sich in Spe-
zialfdllen sogar als untere Grenze erwies.
Allgemein liegt sie bei zeichenweiser Opti-
malcodierung um weniger als 1 niedriger
als der so minimalisierte Codieraufwand.
Das fiihrt zur
Frage 1: Kann dieser Abstand zwischen
H/bit und M(/)/Bit durch immer sparsamere
Codierung beliebig klein gemacht werden,
so dass Unsicherheit und Codieraufwand
tatsdchlich quantitativ libereinstimmen?

Die Antwort lautet aufgrund des Satzes
von McMillan: Ja. -

Die Bezeichnungen ,,Knappheit“ und
,Redundanz suggerieren, es konne nicht
nur gleich viel Information sondern ,,die-
selbe Information* mit demselben Zeichen-
repertoire knapper formuliert, also die Zei-
chenfolge, welche die Nachricht bildet,
durch Verzicht auf Weitschweifigkeit ge-
kiirzt werden. Daher die
Frage 2: Kann eine Nachricht verlustfrei,

Anticipe estu motivataj, vortigataj
kaj respondataj (ankorau sen ,,se* kaj
,sed®, do provizore, tamen por la ma-
tematike neinteresita leganto sufice
precize) la demandoj, pri kiuj temos
pli sube. Ci tiuj ankorau restantaj de-
mandoj, pri kiuj la antauaj Capitroj nur
starigis konjektojn konfirmante ilin en
specialaj kazoj, koncernas la rilaton
inter la informacio kiel ekzakte
difinita mezuro de la neatenditeco kaj
la informacio kiel almenau
proksimuma mezuro de la
transportmalfacileco de la samaj
informoj.

En parto 2 estis starigataj sur la
ekzakte difinitan mezuron de la ne-
atenditeco i.a. mezuroj de (1) la necer-
teco, (2) la koncizeco resp. redundo
kaj (3) la transinformacio.

Per la mezuro de la necerteco eblis
en Capitro 3.2 determini suban baron
de la kodadkostoj, kiu montrigis en
specialaj kazoj e¢ kiel infimo. Gi ¢iam
trovigas kaze de posigna optimuma
kodado je malpli ol 1 sub la tiel mini-
mumigitaj kodadkostoj. Tial la

Demando 1: Cu eblas, & tiun distancon
inter H/bit kaj M(J)/Bit lauplace
malgrandigi per pli kaj pli Spariga ko-
dado, tiel ke necerteco kaj kodadkostoj
fakte laukvante koincidas?

La respondo estas pro la teoremo de
McMillan: Jes. -

La esprimoj ,.koncizeco* kaj ,re-
dundo* sugestas la eblon, per la sama
signorepertuaro esprimi pl/i dense ne
nur samsmulton da informacio sed ,,/a
saman informon®. do mallongigi per
rezigno pri redundo la signosinsekvon,
kiu konstituas la mesagon. Tial la

Demando 2: Cu mesago transformeb-
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also eindeutig umkehrbar, in eine Zeichen-
folge desselben Repertoires so verwandelt
werden, dass dabei die Léange auf den durch
die Knappheit gemessenen Prozentsatz bzw.
um den durch die Redundanz gemessenen
Prozentsatz sinkt?

Aufgrund der Umkehrung des Satzes von
McMillan ist auch diese Frage zu bejahen. -

Die Bezeichnung ,,Trans“-Information sug-
geriert die Vorstellung eines Hiniiberbringens
von Information durch einen Kanal. Dieser
tibermittelt eine Nachricht, sie dabei eventuell
verandernd, von einem Ort zu einem anderen
(Beispiel: Fernschreiber). oder er speichert sie
von einem Zeitpunkt zu einem spéteren (Bei-
spiel: Lochkarte), oder er erfiillt beide Auf-
gaben zugleich (Beispiel: Internetz), oder er
ordnet (wie eine Schreibmaschine) in anderer
Weise einer Folge von Eingabezeichen aus ei-
nem Feld Z (im Beispiel: den Tastenanschl-
gen) eine Folge von Ausgabezeichen aus ei-
nem moglicherweise anderen Feld Y zu (im
Beispiel: Druckschriftzeichen). Treten dabei
keine Stérungen auf, dann tragt der Kanal zur
Transportschwierigkeit allenfalls wegen seines
nur endlich kleinen Zeitbedarfs 7 zur Ubertra-
gung eines Zeichens bei (und eventuell durch
die beschrinkte Zeit, wahrend welcher er dem
Nutzer zur Verfligung steht, also wegen der
endlichen Hochstzahl nutzbarer Zeitquanten),
bzw. wegen seines nur endlich kleinen Platz-
bedarfs o zur Speicherung eines Zeichens (und
eventuell wegen des beschrinkten Speicher-
platzes, den er zur Verfiigung stellt, also we-
gen der endlichen Hochstzahl nutzbarer Spei-
cherzellen). Aus den Antworten auf die beiden
ersten Fragen folgt, dass die Information einer
Nachricht in beiden Féllen ein (relatives) Mal}
fir die (durch Zeit- oder Platzbedarf gemes-
sene) Schwierigkeit ist, die Nachricht (durch
einen bestimmten Kanal, gekennzeichnet
durch eine bestimmte ,,Kapazitit“ C) ,hin-

las sen perdo, do senambigue inversig-
eble, en signosinsekvon el la sama
repertuaro tiel, ke la longeco falas a/la
procentajo mezurita kiel koncizeco
resp. je la procentajo mezurita kiel re-
dundo?

Pro la inversigo de la teoremo de
McMillan ankau ¢i tiu demando estas
jese respondenda. -

La esprimo ,trans“-informacio su-
gestas la imagon de transenportado de
informacio tra kanalo. Ci tiu transigas
mesagon, gin eventuale dume Sangan-
te, de loko al alia loko (ekzemplo: te-
letajpilo), au g&i storas gin de unu tem-
popunkto al pli malfrua (ekzemplo:
trukarto), au gi plenumas ambau tas-
kojn samtempe (ekzemplo: interreto),
au gi alie alordigas (kiel skribmasino)
al sinsekvo de enigsignoj el kampo Z
(en la ekzemplo: al klavfrapoj) sin-
sekvon de eligsignoj el eble alia kam-
po Y (en la ekzemplo: presliteroj). Se
al tio ne okazas perturboj, tiam la ka-
nalo kontribuas al la transportmalfaci-
leco pro nenio alia ol pro sia nur finie
malgranda tempobezono 7 por transigi
signon (kaj eventuale pro la limigita
tempo, dum kiu &i estas je dispono al
la uzanto, do pro la finia maksimumo
de uzeblaj temperoj), resp. pro sia nur
finie malgranda spacbezono o por sto-
r1 signon (kaj eventuale pro la limigita
storspaco disponigata, do pro la finia
maksimumo de uzeblaj storCeloj). El
la respondoj al la du unuaj demandoj
sekvas, ke la informacio de mesago
ambaukaze estas (relativa) mezuro por
la malfacilo (mezurita per la bezonata
tempo au spaco), ,transigi“ la mesa-
gon (tra certa kanalo, karakterizita per
certa ,kapacito®“ (). Pli precize: La
informacio proporcias al la sendad-
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iiberzubringen®. Genauer: Die Information ist
proportional zur bendtigten Sendezeit (i = C¥)
oder zum bendtigten Prozentanteil am
Gesamtspeicherplatz (i = pC) - mit der Kanal-
kapazitat C als Proportionalititsfaktor. Ist aber
irgend einer der erwdhnten Kanéle so gestort,
dass das empfangene Zeichen zwar vom ge-
sendeten noch stochastisch abhingt, jedoch die
Unsicherheit tiber dieses nicht voll beseitigt,
dann kann seine Kanalkapazitit durch die
hochste Transinformation gemessen werden,
die bei verschiedenen Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen der Sendezeichen erreichbar ist. Das
fithrt zur

Frage 3: Kann eine Nachricht so codiert
werden, dass sie mit beliebig geringer Feh-
lerwahrscheinlichkeit auch durch einen ge-
storten Kanal lbertragbar ist, solange die
von der Nachrichtenquelle pro Zeiteinheit
gelieferte Information unter der Ubertra-
gungskapazitit bleibt - bzw. wenn die ins-
gesamt zu speichernde Information kleiner
ist als die Speicherkapazitit?

Die beiden Fundamentalsitze von
Shannon (deren Beweise Chintschin auf das
Theorem von Feinstein und jenes von
McMillan aufbaut) lassen auch auf diese
Frage die Antwort Ja zu. -

Wir wenden uns nun zunéchst dem Satz
von McMillan zu.

Eine Zeichenquelle liefere eine stocha-
stisch unabhingige Folge von Zeichen aus
einem Felde Z vom Umfang U. Wir zer-
legen diese Folge in Ketten (Segmente)
gleicher Linge s. Wir konnen sie als durch
Komplexbildung entstandene Superzeichen
auffassen. Es gibt U’ verschiedene solche
Ketten. Sind sie geniigend lang, dann tritt —
mit einem beliebig kleinen Prozentsatz von
Ausnahmen (genauer: mit einer beliebig
kleinen Ausnahmewahrscheinlichkeir) — ein
Zeichen z; mit einer relativen Héufigkeit in
einer bestimmten Kette auf, die etwa gleich

tempo (7 = CY) au al la bezonata pro-
centajo de la tuta storspaco (7 = pC) -
kun la kanalkapacito C kiel propor-
cifaktoro. Sed se ajna de la menciitaj
kanaloj estas tiel perturbita, ke la ri-
cevita signo ja stokaste dependas de la
sendita, sed ne plene nuligas la ne-
certecon pri €1 tiu, tiam eblas mezuri

gian kanalkapaciton per la
maksimumo de la transinformacio, kiu
estas atingebla per diversaj

probablodistribuoj de la sendsignoj.
Tio motivas la starigon de la

Demando 3: Cu eblas kodi mesagon
tiel, ke g1 estas transigebla ankau tra
perturbita kanalo kun lauplae mal-
granda erarprobablo, se la informacio
havigita de la informfonto je tempo-
unuo malsuperas la transigkapaciton -
resp. se la entute storenda informacio
malsuperas la storkapaciton?

La du fundamentaj teoremoj de
Shannon (kies pruvon Hinéin starigas
sur la teoremon de Feinstein kaj de
McMillan) permesas jese respondi
ankau al ¢i tiu demando. -

Ni nun priokupigu unue pri la teore-
mo de McMillan.

Signofonto havigu stokastike sen-
dependan sinsekvon de signoj el kam-
po Z kun amplekso U. Ni disigas ¢i
tiun sinsekvon en &enojn (segmentojn)
kun egala longeco s. Ni povas ilin
interpreti kiel kunsignojn ekestajn pro
kompleksigo. Ekzistas ” diversaj tiaj
¢enoj. Se ili estas sufiCe longaj, tiam
aperas — kun lauplace malgranda pro-
centajo da esceptoj (pli precize: kun
lau plate malgranda esceptprobablo) —
signo z; en certa Ceno kun relativa
ofteco proksimume egala al sia
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seiner Wahrscheinlichkeit py ist’.

Die Zahl seiner Auftritte in der Kette ist
dann N; = sh; = sp;. Die betreffende Kette
hat also die Wahrscheinlichkeit

(3.8.1)

Sie enthilt daher die in bit gemessene’
Information

3.8.2
( ) p k=1

Durch Auflosung nach p — oder schon direkt
aus (3.8.1), wenn man dort p; durch 2'¢7* =

271 UPK ersetzt - erhilt man
(3.8.3) P~
Bis auf einen Dbeliebig kleinen

Prozentsatz von Ausnahmen enthalten also
alle Ketten der Liange s ungefahr gleichviel
Information, ndmlich das s-fache der
mittleren Information der Einzelzeichen.
Sei g die Summe der Wahrscheinlichkeiten
aller Ausnahmeketten. Dann haben die x
,hormalen* Ketten (deren Wahrschein-
lichkeit also je etwa 2* betrigt) zusammen
die Wahrscheinlichkeit 1-g. Es gibt also
etwa x = (1-¢)2*" solche Ketten — das sind
weniger als 2°".

Wir konstruieren nun einen Bacon-Code
fur olsHl Zeichen. Wir konnen damit alle x
,hormalen Ketten codieren — jedes durch
[sH] Bit —, und wir behalten mindestens

*Die  Begriindungen diesser Aussage und der
nachfolgenden weiteren Riickgriffe auf wahrschein-
lichkeitstheoretische Grundlagen ergeben sich aus dem
in Kapitel 2.1 Gesagten. Es wird im Folgenden auf Ein-
zelverweise auf die dortigen Gleichungen und Un-
gleichungen verzichtet.

’ Um die Formeln nicht unnétig zu iiberladen, verzichten
wir (wie es im mathematischen Schrifttum meist ge-
schieht) im Folgenden auf Dimensionsangaben, wo diese
sich von selbst verstehen.

probablo p,°.

Tiam gia aperofteco en la Ceno estas

Ny = shy = sp;. La probablo de la kon-

cerna ¢eno do estas

U U §
- Ny ~ P
P = | ka ~ I ka
k=1 k=1

G1 sekve enhavas la en bit mezuri-
tan’ informacion

1

U
ldlzs-Zpk-ld—:s-H(Z)

P

Per solvo izoliganta p — au jam rekte
el (3.8.1), tie substituante p per 27 =
271417k oni ricevas

2—S-H

Kun laupla¢e malgranda procentajo
da esceptoj do ¢iuj Eenoj kun longeco
s enhavas sammulte da informacio,
nome la s-oblon de la aritma informa-
cio de la unupaj signoj. Estu ¢ la sumo
de la probabloj de Ciuj esceptaj cenoj.
Sekve la sumo de la probabloj de la x
,hormalaj* ¢enoj (havantaj la probab-
lon po ¢irkau 27 estas 1-q. Ekzistas
do éirkau x = (1-¢)2*" tiaj éenoj — tio
estas malpli ol 2.

Ni nun konstruas BACON-kodon por
ol s signoj. Per ili ni povas kodi ¢iujn
,normalajn® Genojn — &un per | sH|
Bit —, kaj restas al ni almenau unu ti-

¥ La pravigoj de &i tiu aserto kaj de la Gisekvaj
pluaj aplikoj de probablecteoriaj bazoj sekvas el
la enhavo de Capitro 2.1. En la sekva teksto estas
rezignite pri unuopaj referencoj al la tieaj
egalajoj kaj malegalajoj.

’ Por eviti sennecesan komplikigon de la for-
muloj ni Cisekve rezignas (kiel plejofte en la
matematika literaturo) pri indikoj de evidentaj
dimensioj.
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eine Binarfolge dieser Léinge iibrig, welche
nicht als Codierung einer Kette benutzt
wurde. Nun codieren wir getrennt auch das
Repertoire der restlichen U — x Ketten
durch einen Bacon-Code, also nicht not-
wendig optimal, und setzen vor ihre Code-
worter quasi als Prafix jeweils die nicht fiir
eine ,,normale* Kette benutzte Binarfolge.
(Der Codebaum wird also fiir die Ausnah-
meketten weiterverzweigt.) Damit erhalten
alle Ausnahmeketten Codeworter der Lange

om longa binara sinsekvo, kiu ne estas
uzita por kodi iun ¢enon. Nun ni kodas
dise ankau la repertuaron de la restaj
U — x €enoj per BACON-kodo, do ne
nepre optimume, kaj ni antaumetas
antau Ciun unuopan de iliaj kodvortoj
kvazau kiel prefikson la binaran sin-
sekvon ne uzitan por ,,normala* &eno.
(La kodarbo do pludisbrancigas por la
esceptaj ¢enoj.) Tiel la kodvortoj de la
esceptaj Cenoj eklongas

| sH+1d(U -x1<[sH+[1d U= sH]+[ s 1d U]

Bit. Der Codieraufwand (Erwartungswert
der Codewortldnge) fiir alle (normalen und
Ausnahme-)Ketten betrdagt daher

Bit. La kodadkostoj (ekspekto de la
kodvortlongeco) do estas por <¢iyj
(normalaj kaj esceptaj) cenoj

M() /Bit< (1-g)[sH |+ q(sH]+[s 1d U =[sH|+ ¢ s 1d Ul <
<sH+1+q(s 1dU+1)=s(H+q 1dU)+1+g

Daraus als

Zeichen

folgt

Codieraufwand pro El tio sekvas kiel kodadkostoj je signo

M)/ s<H+q 1dU+(1+q)s

Bit/Zeichen.

Da ¢ beliebig klein wird, wenn man die
Kettenldnge geniligend groB3 wéhlt, konnen
wir die Ungleichung (3.2.5) nun durch fol-
gende Feststellung ergidnzen: Wird die
Gleichheit bei einer direkten, optimalen
Codierung der einzelnen Zeichen nicht er-
reicht, dann kann man einen beliebig klei-
nen Unterschied zwischen dem zu erwarten-
den Codieraufwand in Bit/Zeichen und der
in bit/Zeichen gemessenen Unsicherheit er-
reichen, indem man gentigend lange Ketten
codiert. Dies war schon in Kapitel 3.4
vermutet worden. -

Der Beweis wurde hier fiir den Fall
stochastischer Unabhdngigkeit innerhalb
der Zeichenfolge eines Textes skizziert.
Dieser einfachste Fall ist kommunika-
tionskybernetisch kaum interessant, da es
sich bei ihm nur um Zeichenfolgen ohne

Bit/signo.

Pro tio, ke ¢ farigas lauplate mal-
granda, se oni elektas sufie grandan
¢enlongecon, eblas nun kompletigi la
malegalajon (3.2.5) per la sekva kon-
stato: Se la egaleco ne estas atingita
pro rekta, optimuma kodado de la
unuopaj signoj, tiam eblas atingi /au-
place malgrandan diferencon inter la
ekspekto de la kodadkostoj en
Bit/signo kaj la necerteco mezurita en
bit/signo, se oni kodas sufice longajn
¢enojn. Tion konjektigis jam la Capitro
3.4.-

La pruvo estas €1 tie skizita por la
kazo de stokasta sendependeco en la
signo-sinsekvo de teksto. Ci tiu plej
simpla kazo estas apenau interesa por
la komunikadkibernetiko, ¢ar en gi te-
mas nur pri signo-sinsekvoj sen inter-
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inneren Zusammenhang handelt. Schon
Shannon (1948) bewies die Giiltigkeit der
Feststellung auch fiir den allgemeineren
Fall bestehender stochastischer Abhéngig-
keit vom unmittelbaren Vorgédngerzeichen.
McMillan (1953) bewies schlieBlich, dass
das Gesagte fiir alle Texte einer stationdren
ergodischen Quelle'® gilt. Daher benennt
Chintschin (1956) den Satz nach McMillan. -

Jeder Nachrichteniibertragungskanal hat
eine bestimmte Kanalkapazitdt (Chintschin
formuliert strenger: ergodische Durchlass-
kapazitit). Bei einem Kanal ohne Stérung
und mit gleicher Ubertragungszeit 7 fiir
jedes der u verschiedenen, zur Ubertragung
benutzten Zeichen ist sie

(3.8.4)

also berechenbar als Produkt der Zahl der
Zeichen, die pro Zeiteinheit (z.B. pro
Sekunde) durch den Kanal geleitet werden
konnen, und dem logarithmus dualis des
Repertoireumfangs der Ubertragungszeichen.
Diesen Hochstwert tibertragt der Kanal
natiirlich nur, wenn die Quelle nicht weniger
Information liefert. Entstammen der Quelle
umgekehrt pro Zeiteinheit mehr Zeichen, als
der Kanal zu {ibertragen vermag, dann kann
bei Vorliegen von ausreichender Redundanz
eine Umcodierung so vorgenommen werden,
dass eventuell doch eine Ubertragung
moglich ist. Das zeigt das folgende Beispiel.
Nehmen wir an, eine Quelle sende die 8
Zeichen lange Vokalfolge von Kapitel 1.2 —

1 Eine Quelle heilt ergodisch, wenn die Wahr-
scheinlichkeit, mit der sie jefzt ein bestimmtes Zeichen
liefert, von dem Zeichen, das sie an einer bestimmten
friiheren Stelle realisierte, beliebig wenig abhéngt, falls
sie nur seither geniigend viele weitere Zeichen lieferte.
— Stationdr heifit die Quelle, wenn die Wahrschein-
lichkeiten, mit denen sie die Zeichen liefert, auller von
den Vorgingerzeichen nicht auch noch vom Zeitpunkt
der Zeichenlieferung abhingen (wenn also die Quelle
einstweilen keinem ,Reifungsprozess — oder Alte-
rungsprozess - unterlag).

naj interrilatoj. Jam Shannon (1948)
pruvis la valideco de la konstato ankau
por la pli generala kazo de stokasta de-
pendeco de la senpere antauiranta sig-
no. McMillan (1953) fine pruvis, ke la
dirito validas por Ciuj tekstoj de staci-
onara, ergoda fonto'’. Hinéin (1956)
tial nomas la teoremon lau McMillan.-

Ciu mesagtransiga kanalo havas
certan kanalkapaciton (Hinéin vortigas
pli strikte: ergoda trairkapacito).
Kaze de neperturbita kanalo, kiu bezo-
nas la saman transigtemponrz por Ciu
de la u diversaj signoj uzitaj por la
transigo, gi estas

C=(Id ubit) / 7

do kalkulebla kiel produto de la nomb-
ro de signoj transigeblaj en unu tempo-
unuo (ekz. en unu sekundo) tra la ka-
nalo, kaj la duuma logaritmo de la re-
pertuaramplekso de la transigsignoj.
Ci tiun maksimumon la kanalo kom-
preneble nur transigas, se la fonto live-
ras ne malpli da informacio. Se inverse
en unu tempounuo devenas p/r da sig-
noj de la fonto, ol povas transigi la ka-
nalo, tiam la ekzisto de sufica redundo
ebligas alikodadon tian, ke eventuale
tamen la transigo eblas. Tion montras
la sekvanta ekzemplo.

Ni supozu, fonto sendus la 8 sig-
nojn longan vokalsinsekvon de Capitro

' Fonto nomitas ergoda, se la probablo, lau kiu
gi nun liveras certan signon, lauplae malmulte
dependas de la signo, kiun &i liveris je certa p/i
frua loko, se gi nur havigis intertempe sufice
multajn pluajn signojn. — Stacionara nomitas la
fonto, se la probabloj, lau kiuj gi liveras la
signojn, dependas krom de la antauirintaj signoj
ne ankau de la tempopunkto de la signo-havigo
(se do intertempe ¢e la fonto ne okazis
»~maturigprocezo* — ait maljunigprocezo).
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also UOEAEAEE — innerhalb von 1 Sekun-
de, der Kanal konne aber nur 7 Zeichen
dieses Repertoires pro Sekunde iibertragen,
bendtige also 7 = 1/7 Sekunden pro Zei-
chen. Da der Vorrat der iibertragbaren Zei-
chen den Umfang u = 4 hat, berechnet sich
nach (3.8.4) seine Kanalkapazitit zu 2 bit
pro siebtel Sekunde, also zu C = 14 bit/sek.
Enthélt (je unabhédngig vom Vorgéingerzei-
chen) E 1 bit Information, A 2 bit und O
und U je 3 bit, dann enthilt die gesamte Vo-
kalfolge gerade 14 bit Information, miisste
also in einer Sekunde iibertragbar sein. (H
berechnete sich ja zu nur 1,75 bit pro Vo-
kal, also ergab sich eine Redundanz von
12,5% = 1/8, um welche sich die Nachricht
komprimieren lidsst — die Knappheit der
Vokalfolge betrdagt ja nur 7/8.) Folgende
Umcodierung erlaubt dies.

Bei Verwendung des Optimalcodes von
Bild 1.2 wird die Codierung 14 Bit lang. Sie
kann in einer Sekunde durch einen Kanal
iibertragen werden, der Bindrzeichen iiber-
trigt und, wie der betrachtete Kanal, die
Kapazitdt 14 bit/sek hat. Da dieser aber in
jeder siebentel Sekunde einen der vier Vo-
kale tibertragt, codieren wir nach dem Ba-
con-Code von Bild 1.2c¢ die 14 Bit lange
Binérzeichenfolge in eine 7 Vokalzeichen
lange Folge um. Das Ergebnis lautet
UUOEAOA. Das kann der Kanal innerhalb
einer Sekunde iibertragen. Am Kanalaus-
gang muss die komprimierte Vokalfolge zu-
nichst nach dem Bacon-Code in die 14 Bit
lange Binérfolge entschliisselt, und diese dann
nach dem Huffman-Code als urspriingliche
Folge von 8 Vokalen decodiert werden. -

Sei H(Z)/r die ,,Ergiebigkeit” (mittlere
gelieferte Information) der Quelle (in
unserem Beispiel also 1,75 bit pro
Siebtelsekunde oder 14 bit/sek), H(Z| Y) die
bedingte Unsicherheit iiber das, was gesen-
det wurde, falls man die vom Kanal tiber-

1.2 —do UOEAEAEE — dum 1 sekun-
do, sed la kanalo povus en unu sekun-
do transigi nur 7 sigojn de Ci tiu reper-
tuaro, &1 do bezonus 7= 1/7 sekundojn
je signo. Pro tio ke la repertuaro de la
traireblaj signoj ampleksas u =4, kal-
kuligas lau (3.8.4) kiel kanalkapacito
C =2 bit / (1/7) sek = 14 bit/sek. Se
(¢iam sendepende de la antauiranta
signo) E enhavas 1 bit da informacio,
A 2 bit, O kaj U po 3 bit, tiam la tuta
vokalsinsekvo enhavas guste 14 bit da
informacio, devus do esti transigebla
dum unu sekundo. (H ja estas nur 1,75
bit je vokalo, rezultis do la redundo
12,5% = 1/8, je kiu eblas kunpremi la
mesagon — la koncizeco de la vokal-
sinsekvo ja estas nur 7/8.) Tion ebli-
gas la jena alikodado.

Aplikinte la optimuman kodon de
bildo 1.2 la kodajo longas 14 Bit. Gi
estas transigebla tra kanalo, kiu trans-
igas binarajn sigojn kaj havas, kiel la
konsiderata kanalo, la kapaciton 14
bit/sek. Sed Car €i tiu kanalo transigas
dum ¢iu sepona sekundo unu el la kvar
vokaloj, ni alikodas lau la BACON-
kodo de bildo 1.2c¢ la 14 Bit longan
Cenon da Dbinaraj signoj en 7
vokalsignojn longan sinsekvon. La
rezulto estas UUOEAOA. Tion la
kanalo povas transigi en unu sekundo.
Ce la kanalelirejo la  densigita
vocalsinsekvo  devas  esti  unue
malkodita lau la BACON-kodo en la 14
Bit longan binarsinsekvon, kaj tiam ¢i
tiu lau la HUFFMAN-kodo en la
originan sinsekvon de 8 vokaloj. -

Estu H(Z)/7 la ,,produktiveco (arit-
me havigata informacio) de la fonto
(en nia ekzemplo do 1,75 bit je sepona
sekundo an 14 bit/sek), H(Z|Y) la
kondi€ita malcerteco pri tio, kio estis
sendata, kondice ke oni konas la sig-
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tragenen Zeichen y; kennt (,,das, was her-
auskommt® — in unserem Beispiel die tat-
sdchlich tlibertragenen Vokale), dann kann
man mit

(3.8.5) - -

die (ergodische) Kapazitit des Kanals
bezeichnen, wenn das Maximum fiir alle
(ergodischen) Quellen bestimmt wird.

Diese Definition ist so allgemein gefasst,
dass das Feld Z der Eingabezeichen des
Kanals und das Feld Y seiner Ausgabe nicht
nur in der Wahrscheinlichkeitsverteilung
sondern schon im Repertoire verschieden
sein konnen. Die Eingabezeichen konnen
ebenso wie die Ausgabezeichen Superzei-
chen sein, die durch Komplexbildung als
Zeichenketten entstanden, wobei die Lange
der Ketten ebenso wie die Repertoires der
Unterzeichen am Eingang und am Ausgang
des Kanals sich unterscheiden konnen. Nur
die Eingabezeit 7 fiir eine solche Kette soll
dieselbe sein wie die Zeit, die fiir die Aus-
gabe der durch den Kanal zugeordneten
Kette bendtigt wird.

Falls das empfangene Zeichen stets
gleich dem gesandten ist, also y(¢) = z(¢) fur
alle Sendezeitpunkte gilt, - oder, allgemei-
ner: falls z = f(y) gilt, also aus dem empfan-
genen Zeichen eindeutig auf das gesandte
Zeichen geschlossen werden kann - ist die
bedingte Unsicherheit H(Z| Y) iiber das ge-
sendete Zeichen natiirlich 0, sobald es vom
Kanal {ibertragen wurde. Da ferner das
Maximum von H(Z), wie in Kapitel 2.51
bewiesen wurde, 1d u ist, stimmt in diesem
Spezialfall die Definition (3.8.5) mit (3.8.4)
tiberein. Die Transinformation und damit
die Kanalkapazitit ist im anderen Extrem-
fall 0, ndmlich wenn das, was am Kanal-
ausgang ankommt, stochastisch unbhéngig
ist von dem, was die Quelle sandte, wenn
sich also die Unsicherheit {iber das gesandte

C= max(H(Z) - H(Z| Y)] = max(@j

nojn y; transigitajn de la kanalo (,,tion,
kio eliras* — en nia ekzemplo la fakte
transigitajn vokalojn), tiam eblas difi-
ni per

T

la (ergodan) kapaciton de la kanalo, se
estas determinata la maksimumo por
¢iyj (ergodaj) fonto;j.

Ci tiu difino estas tiom generale
vortigita, ke la kampo Z de la enigitaj
signoj de la kanalo kaj la kampo Y de
gia eligo povas diferenci ne nur en la
probablodistribuo sed jam en la reper-
tuaro. La enigitaj same kiel la eligitaj
signoj povas esti kunsignoj, kiuj ekes-
tis pro komplesigo kiel signocenoj, tiel
ke la longeco de la €enoj same kiel la
repertuaroj de la subsignoj povas dife-
renci Ce la enirejo kaj la elirejo de la
kanalo. Nur la enigtempo 7 por tia Ce-
no estu la sama kiel la tempo bezonata
por eligi la ¢enon alordigitan per la ka-
nalo.

Se la ricevita signo ¢iam egalas al la
sendita, se do y(f) = z(¢) validas por
¢iyj sendadtempopunktoj, - au, genera-
le: se validas z = fy), se do eblas se-
nambigue konkludi el la ricevita signo
al la sendita - la kondiéita necerteco
H(Z|Y) pri la sendita signo evidente
estas 0, ekde kiam gi estas transigita
de la kanalo. Car krome la maksimu-
mo de H(Z) estas Id u, kiel pruvite en
la Capitro 2.51, en Ci tiu speciala kazo
la difino (3.8.5) koincidas kun (3.8.4).
La transinformacio, sekve la kanalka-
pacito estas 0 en la alia ekstrema kazo:
se tio, kio alvenas Ce la eliro de la ka-
nalo, estas stokaste sendependa de tio,
kion sendis la fonto, se do la necerteco
pri la sendita signo ne Sangigas pro la
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Zeichen durch das empfangene Zeichen nicht
andert. H(Z|Y) ist also bei gegebenem H(Z)
ein MaB fiir die Gestortheit des Kanals.

Falls Stérungen nicht die gesamte Infor-
mation zerstoren, werden sie eine Zeichen-
kette sehr selten in irgend eine andere Zei-
chenkette verwandeln. Vielmehr wird es zu
jeder Zeichenkette v, eine Menge V; von Zei-
chenketten geben, so dass die Wahrschein-
lichkeit, dass die abgesandte Zeichenkette vy
in eine Kette aus V; verwandelt wird, groBBer
ist als 1-p, wobei p fiir geniligend lange Ketten
beliebig klein ist, so dass jedenfalls p < 5
vorausgesetzt werden kann. Man wihlt eine
Menge disjunkter Mengen V aus und liefert
dem Kanal nur die zugehorigen Zeichenketten
v ein'!. Dann kann mit einer beliebig hohen
Wabhrscheinlichkeit 1-p erwartet werden, dass
eine gesendete Kette v als eine Kette aus der
Menge V; empfangen wird, so dass der
Empfinger annimmt, v, sei gesandt worden.
(Die Léange der Ketten kann beliebig grof3
gewidhlt werden, und dementsprechend auch
die fiir ihre Eingabe erforderliche Zeit.)

Der Satz von Feinstein (1954) besagt
nun, dass die Zahl z der unterscheidbaren
Mengen V,

(3.8.6)
ist, wobei s die Kettenlinge, C die
Kanalkapazitit ist.

Durch Vergleich mit dem Satz von
McMillan (demnach der Text fast nur die
weniger als 2" Ketten mit je rund sH bit
Information enthilt) gewinnt schlieBlich

! Dies ist eine Verallgemeinerung der in Kapitel 3.7
beschriebenen fehlerkorrigierenden Codierung. In Bild
3.7b sind vier Codeworter (Zeichenketten) v, markiert,
sowie zu jeder davon die Codewortmenge V}. Die im
gegenwiartigen Kapitel vorgenommenen Verallgemei-
nerungen bestehen darin, dass die Codeworter nicht
bindr zu sein brauchen, und vor allem darin, dass es
nicht mehr sicher sein muss, dass ein Codewort in
hochstens einer Position gestort wird, - dafiir reicht jetzt
die Wahrschseinlichkeit 1-p > ' aus.

ricevita signo. Por fiksa H(Z) do
H(Z| Y) estas mezuro de la perturbite-
co de la kanalo.

Se perturboj ne ruinigas la tutan in-
formon, ili tre malofte transformos
signo-Cenon en ajnan alian signo-Ce-
non. Supozeble ekzistas por iu signo-
¢eno v; aro Vj da signo-Cenoj, tiel ke
la probablo, ke la sendita signo-Ceno
v; estas transformata en Cenon el V,
estas pli granda ol 1-p, kie p por sufice
longaj Cenoj estas lauplate malgranda;
oni do povas Ciukaze supozi, ke p < /5.
Oni elektas aron da disjunkciaj aroj V;
kaj enigas en la kanalon nur la
respektivajn signocenojn''. Tiam oni
povas ekspekti lau lauplace alta pro-
bablo 1- p, ke sendita ¢eno v; alvenas
kiel ¢eno el la aro Vj, tiel ke la ri-
cevonto supozas, ke estis sendita v;.
(La longeco de la Cenoj povas esti
elektata lauplace granda, kaj konforme
al tio ankau la tempo bezonata por
enmeti ilin.)

Nun konstatas la teoremo de
Feinstein (1954), ke la nombro z de
diferencigeblaj aroj V' estas

7 = 2s-(C-r—p)

kie s signas la longeco de la ¢enoj, C
la kapaciton de la kanalo.

Per komparo kun la teoremo de
McMillan (lau kiu la teksto preskau
nur enhavas la malpli ol 2 &enojn
kun po cCirkau sH bit da informacio)

" Tio estas generaligo de la erarkorektiga

kodado priskribita en €apitro 3.7. En bildo 3.7b
estas markitaj kvar kodvortoj (signo-¢enoj) vi kaj
al ¢iu de ili la kodvortaro V}. La generaligoj
faritaj en la prezenca Capitro konsistas en tio, ke
la kodvortoj ne bezonas esti binaraj, kaj precipe
en tio, ke ne plu estas necese, ke kodvorto estas
perturbita en maksimume unu pozicio, - suficas
nun, ke tio veras lau probablo 1-p> Y.
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Chintschin aus (3.8.6) den Beweis fiir die
Fundamentalsitze von Shannon:

1) Falls der Erwartungswert H der Infor-
mation, die von der (ergodischen) Quelle
gesandt wurde, kleiner ist als Cz, kann man
stets so codieren, dass mit beliebig hoher
Wahrscheinlichkeit am Kanalende erraten
werden kann, was die Quelle sandte (z.B.
dadurch, das man die hochwahrscheinlichen
Ketten des McMillanschen Satzes mit den
unterscheidbaren Ketten v, des Feinstein-
schen Satzes codiert, wobei wenigstens eine
Feinsteinsche Kette {iibrig bleibt fiir die
nicht mehr unterschiedenen unwahrschein-
lichen Ketten oder fiir einen Prifix zu deren
Codierung).

2) Dabei kann man eine beliebig nahe bei
H/t liegende Ubertragungsgeschwindigkeit
erzielen, d.h. pro ankommendem Zeichen
nahezu H bit von der Quelle stammender
Information erhalten.

Eine hohere Ubertragungsgeschwindig-
keit als C ist durch keine Codierung
erreichbar (Zaregradski, 1958). Uber den
Anstieg der Fehlerwahrscheinlichkeit bei H
> (', informiert Kolmogoroff (1956).

Ubungsaufgabe 3.8(1)

Ein bindrer Kanal K™~ {ibertrdgt wihrend 7
TU (Zeiteinheiten, Zeitelementen, Zeitatomen
— z.B. Subjektiven Zeitquanten im Sinne der
Informationspsychologie) Kettchen der Lange
[ = 7 Bindrzeichen, von denen durch
irgendeinen  Mechanismus mit  Wahr-
scheinlichkeit p = 10% genau 1 gestort wer-
den wird (wobei mit gleicher Wahrschein-
lichkeit irgend eines der / = 7 Zeichen das
gestorte sein kann). Mit Wahrscheinlichkeit 1-
p st iiberhaupt kein Element gestort. Man
erginzt den Kanal K~ zum Kanal K™ durch
Zufigung einer FEingabe- und einer
Ausgabevorrichtung. Die Eingabevorrichtung

Hincin finfine sukcesas per (3.8.6)
pruvi la fundamentajn teoremojn de
Shannon:

1) Se la ekspekto H de la informacio,
kiun sendis la (ergoda) fonto, estas
malpli granda ol C7, oni povas Ciam
tiel kodi, ke lau lauplace alta probablo
eblas diveni ¢e la kanalfino, kion Ila
fonto sendis (ekz. per tio, ke oni kodas
la altprobablajn ¢enojn de la teoremo
de McMillan per la diferencigeblaj Ce-
noj v; de la teoremo de Feinstein, kaj
havos almenau unu &enon de Feinstein
por la ne plu diferencigataj malpro-
bablaj Cenoj, au por prefikso de ilia
kodado).

2) Tiel oni povas atingi transigrapide-
con lauplace proksiman al H/7, t.e.
akiri je alvenanta signo preskau A bit
da informacio, kies origino estas la
fonto.

Pli alta transigrapideco ol C estas
atingebla per nenia kodado (Zaregrad-
ski, 1958). Pri la kresko de la erarpro-
bablo kaze de H > C informas Kolmo-
goroff (1956).

Ekzerctasko 3.8(1)

Binara kanalo K~ transigas dum po
7 TU (tempo-unuoj, temperoj, tempo-
atomoj — ekzemple subjektivaj tempo-
kvantoj en la informacipsikologia sen-
co) Cenetojn je /= 7 binaraj signoj, de
kiuj per ia mekanismo estos lau pro-
bablo p = 10% perturbata precize 1
(tiel ke lan la sama probablo povas es-
ti perturbita ajna de la /=7 signoj) lau
probablo 1-p neniu. Oni kompletigas
la kanalon K"~ al kanalo K™ per aldo-
no de enmetilo kaj de elmetilo. La en-
metilo kodas eventojn el repertuaro
kun la amplekso U= 16 lau erarkorek-



Frank/Maksimova: Informationstheorie 211

codiert Ereignisse aus einem Repertoire des
Umfangs U = 16 gemill einem fehlerbe-
richtigenden Code mit / = 7 Bit langen
Kettchen, deren wechselseitiger Hamming-
Abstand je wenigstens 3 betrdgt. Die Aus-
gabevorrichtung entschliisselt in Zeichen,
deren Referenda die urspriinglich beobachten
und codierten Ereignisse sind.

1. Wieviel Transinformation pro TU liefert
der Kanal K™ (in Abhingigkeit von der
Wahrscheinlichkeitsverteilung der U Ereig-
nisse)? Wie groB ist also die Kanalkapazitit
des Kanals K™?

2. Wieviel Transinformation pro TU liefert
der bindre Kanal K™ selbst (d.h. ohne Eingabe-
und Ausgabevorrichtung), wenn mit gleicher
Wahrscheinlichkeit in ithn wihrend / = 7 TU
irgend eines der 2' = 128 / = 7 Bit langen
Kettchen gerdt? Wie grofl ist also die
Kanalkapazitidt von K™ mindestens?

3. Deuten Sie die Eingabevorrichtung als
Kanal K™, der Information weder durch den
Raum noch durch die Zeit transportiert,
sondern von einem Repertoire in ein anderes,
wobei er jeweils / = 7 TU an Zeit verbraucht.
Wieviel Transinformation pro TU {ibertragt
er? Was kann {tber seine Kanalkapazitit
gesagt werden?

4. Analysieren Sie analog die Ausgabevor-
richtung als Kanal K™'!

tiga kodo per /= 7 Bit longaj ¢enoj ha-
vantaj unu de la alia po minimume la
Hamming-distancon 3. La elmetilo
malkodas en signojn, kies referendoj
estas la origine observitaj kaj koditaj
eventoj.

1. Kiom da transinformacio je TU
havigas la kanalo K" (depende de la
probablo-distribuo de la U eventoj)?
Kiom granda do estas la kanalkapacito
de la kanalo K™ ?

2. Kiom da transinformacio je TU
havigas la binara kanalo K™ mem (t.e.
sen la enmetilo kaj sen la elmentilo),
se lau egala probablo gin eniras dum /
=7 TU iu el la 2’ = 128 po /=7 Bit
longaj Cenetoj? Kiom granda do estas
la kanalkapacito de K~ minimume?

3. Interpretu la enmetilon kiel kanalon
K", kiu transportas informacion nek
tra la spaco nek tra la tempo, sed de
unu repertuaro en alian, bezonante
¢iam /= 7 TU da tempo. Kiom da
transinformacio je TU &i transigas?
Kio estas direbla pri gia kanalkapaci-
to?

4. Analizu analoge la elmetilon kiel
kanalon K™



